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R�esum�eLa segmentation d'image a subit de nombreuses avan
�ees 
es derni�eres d�e
ennies. On propose i
i des'int�eresser �a une nouvelle forme d'�energie, �e
rite 
omme un rapport de 
oût. L'int�erêt prin
ipal en est deproposer un �equilibre automatique entre deux �energies 
on
urrentes. On exhibe i
i deux mani�eres de seservir de 
e nouveau 
adre, d'une part en minimisant globalement l'�energie sur des graphes, d'autre parten se basant sur le 
adre variationnel. Cependant, le travail montre que la mod�elisation est grandement
ompliqu�ee par le rapport des �energies, et que des intera
tions sp�e
i�ques sont �a prendre en 
ompte.Mots-
l�es : rapport de 
oût, t�el�edete
tion, segmentation, zones urbaines
Abstra
tImage segmentation has gone through numerous steps forward these last de
ades. In this report, we pro-pose to look into a new energy, written as a ratio 
ost. The main interest is to have an automati
 equilibriumbetween two 
on
urrent energies. We show here two di�erent methods to use this new framework, one waybeing to globally minimize the energy on graphs, and the other way uses the variationnal methodology. Butthe work shows that the modelling is greatly 
ompli
ated by the ratio 
ost, and that spe
i�
 intera
tionsshould be taken into a

ount.Key-words : ratio 
ost, remote sensing, segmentation, urban areas
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Chapitre 1Introdu
tion1.1 Position du probl�eme - butDans le 
adre du stage de DEA, e�e
tu�e dans l'�equipe Ariana1, on se propose d'extraire les regions
orrespondant �a des zones urbaines dans une image satellitaire. On souhaite retourner des 
ourbes ferm�eesdont l'int�erieur 
orrespond �a une partie de ville. Ce th�eme de re
her
he 
orrespond �a la demande d'analyse dezones urbaines, pour les besoins par exemple des t�el�e
ommuni
ations, ou la 
r�eation de 
artes d'o

upationdes sols, qui est �a mettre en parall�ele ave
 les modi�
ations des villes (par exemple, Ma
ap�a, ville du Br�esil,voit sa population augmenter de 10% par an).La diÆ
ult�e 
onsiste �a retrouver le 
ontour exa
t d'une ville, ainsi qu'�a savoir ex
lure des zones parti-
uli�eres �a l'int�erieur des villes (par
s, la
s. . . ), dans un pro
essus enti�erement automatis�e. De plus, la v�erit�ede terrain n'est a

essible qu'au travers d'un expert, 
e qui 
omplique le travail de v�eri�
ation des r�esultats.Le travail de stage repose sur deux m�ethodes d�evelopp�ees au sein de l'�equipe Ariana1. D'une part, lestravaux de la th�ese [20℄ d'Anne Lorette d�e
rivent une m�ethode d'analyse statistique de la texture attribuantune valeur r�eelle �a 
haque pixel, valeur 
orrespondant �a un indi
e de 
on�an
e pour une zone urbaine. Onutilise alors la m�ethode d�e
rite par Jermyn et Ishikawa [14℄ (m�ethode de rapport de 
oût sur un bi-graphe),qui est 
apable d'extraire d'un graphe la r�egion 
orrespondant au minimum global d'une des
ription �a prioridonn�ee sous forme d'�energie, pour d�e�nir o�u se trouvent exa
tement les fronti�eres.Le travail original r�ealis�e lors du stage est d'une part de trouver des fon
tions qui permettent de soulignerles 
ara
t�eristiques des villes sur des images satellitaires, a�n que la r�egion trouv�ee par la m�ethode durapport de 
oût 
orresponde �a une zone urbaine. Dans une deuxi�eme partie, je me suis int�eress�e �a explorer le
omportement des rapports de 
oût dans le 
adre des m�ethodes variationnelles. En e�et, une telle formulationde l'�energie n'est mentionn�ee nulle part dans la litt�erature, bien qu'elle pr�esente 
ertains avantages. J'ai don
mis en parall�ele les deux appro
hes (graphe et variationnelle) a�n de les 
omparer.1.2 L'appro
he rapport d'�energiesDans le 
adre de l'extra
tion de 
ontours, on s'int�eresse �a la minimisation d'une �energie E = E1E2 ,rapport de deux fon
tions d'�energie E1 et E2. Plus sp�e
i�quement, on souhaite analyser la formeE[R℄ = RRA(x)dxR�RB(
(s))ds (1.1)La fon
tion B est 
onstruite pour être toujours positive, et on souhaite que le d�enominateur soit invariantpar rapport �a l'orientation de la 
ourbe, tandis que A peut être n�egative, et doit 
hanger de signe quandl'orientation 
hange. Il existe des 
on�gurations o�u 
ette �energie est n�egative : si l'on trouve une r�egion�a �energie positive, il suÆt d'inverser le sens de par
ours pour que l'�energie devienne alors n�egative. Il1INRIA Sophia-Antipolis http://www-sop.inria.fr/ariana/1



Rapport de stage de DEA Arianaest plus simple de voir le probl�eme de minimisation sur 
ontours orient�es 
omme une maximisation de lavaleur absolue, 
e qui a pour e�et de nulli�er le rôle de l'orientation. On a i
i l'in
lusion de deux typesde des
ripteurs de d�epart, en aboutissant �a un �equilibre entre la maximisation de la valeur absolue dunum�erateur et la minimisation du d�enominateur (qui est toujours positif). On remarque que l'on n'a pasde param�etre qui relie les deux termes d'�energie. En e�et l'�equilibre entre les deux termes est faite par lequotient, et la minimisation de l'un et la maximisation de l'autre.Pour donner un exemple, E1 peut être 
hoisie 
omme une fon
tion du gradient de la r�egion, tandis que E2d�e
rit le p�erim�etre de la r�egion, en 
hoisissant B = 1. Il faut 
omparer 
ela �a une �e
riture plus standard de laforme E = E1+�E2, o�u l'�evaluation du param�etre prend un rôle pr�epond�erant, 
ar 
'est lui qui indique quelest l'apport de 
ha
une des �energies mises en jeu. Par exemple, lorque � a une grande valeur, la 
ontributionde l'�energie 1 est minime, tandis que pour une valeur de � pro
he de z�ero, la 
ourbe subira plus l'in
uen
ede 
ette �energie.En prenant des rapports d'�energies, on se retrouve ave
 une �energie qui peut être 
joisie 
omme invariante�a la multipli
ation. Multiplier les donn�ees par une 
onstante ne 
hange rien, grâ
e au quotient d'int�egrales, siles fon
tions int�egr�ees sont lin�eaires. Cette forme d'�energie est don
 adapt�ee aux 
hangements d'illuminationsque l'on mod�elise g�en�eralement par la multipli
ation par un fa
teur. L'int�erêt est aussi que l'on n'est pasbiais�e vers des r�egions plus ou moins grandes : l'�energie du num�erateur fait grandir la fronti�ere, tandis que
elle du d�enominateur r�eduit la longueur de la fronti�ere. L'�equilibre se fait en fon
tion des donn�ees sous-ja
entes. Par exemple, l'�energie d'une r�egion donn�ee serait la même qu'une version r�eduite de moiti�e de lamême r�egion, en supposant que l'on ait dans les deux r�egions les mêmes propri�et�es.L'avantage prin
ipal de 
ette formulation r�eside dans l'existen
e d'un algorithme pour trouver la solutionglobale au probl�eme de minimisation, dont le 
�ur est d�e
rit dans 3.1.3. Je vais introduire dans un premiertemps une version d'un algorithme de minimisation de l'�energie sur des graphes. Je pr�esenterai ensuite lades
ription de la même probl�ematique, dans le 
adre des m�ethodes variationnelles.1.2.1 Dis
r�etisation sur un grapheLe but est d'extraire d'une image une r�egion qui minimise la forme d'�energie donn�ee en 1.1. Il existeplusieurs fa�
ons de r�esoudre le probl�eme sur les images, qui est un domaine dis
ret, alors que l'�energie estd�e
rite de fa�
on 
ontinue. L'utilisation de m�ethodes variationnelles habituelles, de type \level sets", estd�e
rite dans la partie suivante. Pour la premi�ere partie, je me suis 
on
entr�e sur l'utilisation d'une m�ethodequi permet de trouver le minimum global de la fon
tion d'�energie. En e�et, en projettant l'image sur ungraphe, on est alors 
apable de trouver le 
y
le qui minimise globalement l'�energie (1.1).Les travaux de Jermyn et Ishikawa [14℄ se 
on
entrent sur l'appli
ation d'un algorithme d'extra
tion du
y
le de rapport minimal sur un graphe dont les arêtes poss�edent deux poids (bi-graphe), lorsque les donn�eesinitiales sont fournies par une image. On 
her
he le 
y
le C dont le poids w(C) = P(�)P(�) est minimal, o�u � et� sont les poids du graphe.L'algorithme pr�esent�e trouve le minimum global sur tous les 
y
les du graphe. On est don
 assur�e d'avoirla meilleure solution de la mod�elisation que l'on a propos�ee. Il faut mettre 
ette propri�et�e en parall�ele ave
les te
hniques variationnelles habituelles, o�u l'on trouve g�en�eralement des minima lo
aux, 
ar on utilise unedes
ente de gradient, 
e qui lie tr�es fortement la r�eponse �a l'initialisation. Pour la m�ethode utilis�ee i
i sur lesgraphes, on n'a pas 
e probl�eme : il n'y a pas d'initialisation de la 
ourbe, et l'on trouve toujours la r�egionminimisant le 
rit�ere.Par 
ontre, on doit trouver la fon
tion de proje
tion des donn�ees, qui envoie une image sur un graphe.C'est l�a que la mod�elisation a lieu. Il faut proposer une fon
tion qui souligne les �el�ements importants del'image, et qui att�enue les bruits et les zones qui ne nous int�eressent pas. En e�et, l'algorithme sur les graphesfournit bien le minimum global, mais il ne pr�esente au
une mod�elisation du ph�enom�ene auquel on s'int�eresse,
omme toute m�ethode. Il faut don
 
onstruire son entr�ee pour que le minimum 
orresponde �a 
e que l'onsouhaite extraire. Un grand soin doit don
 être apport�e �a l'�e
riture des fon
tions A et B. On peut voir 
ettePage 2/32



Rapport de stage de DEA Arianaproje
tion 
omme le fait que l'algorithme est ind�ependant des donn�ees initiales, et don
 appli
able �a toutesorte de donn�ees initiales. En e�et, si l'on est 
apable de trouver une fon
tion qui projette les donn�ees sur ungraphe, on peut extraire de 
e graphe la r�egion minimisant le rapport d'�energie. L'algorithme en lui-mêmene se sert que du graphe g�en�er�e. On peut don
 r�eutiliser 
ette m�ethode sur des images m�edi
ales ou desimages d'une s�equen
e vid�eo, sous r�eserve que l'on parvienne �a projeter les donn�ees initiales sur un graphe.C'est d'ailleurs le travail de la premi�ere partie du stage : valider une r�eutilisation de la m�ethode d'extra
tiondu 
y
le de rapport minimal sur des images satellites, dans le but d'extraire des r�egions 
orrespondant auxzones urbaines.1.2.2 Dis
r�etisation variationnelleLa m�ethodologie variationnelle nous donne un 
adre pour trouver des solutions partielles �a des minimisa-tions d'�energie sur des 
ourbes. On 
ommen
e par se donner une forme d'�energie, qui mod�elise le probl�emeauquel on s'int�eresse. La solution du probl�eme est le minimum global de 
ette �energie. On 
onstruit alorsune suite de 
ourbes, reli�ees entre elles par une des
ente de gradient : 
haque 
ourbe est \meilleure" que lapr�e
�edente par
e qu'ayant une �energie plus faible. On tombe malheureusement dans un puits de potentiel,sans avoir de garantie sur la distan
e au minimum global de l'�energie.Pour d�e
rire l'�evolution des 
ourbes, on transforme la formulation d'�energie globale de la 
ourbe enutilisant la m�ethode d'Euler-Lagrange. On obtient alors la d�eriv�ee temporelle du 
ontour, que l'on d�e
ritsous forme de for
e d�e�nie en 
haque point du 
ontour, et qui pousse 
ette 
ourbe vers une �energie de valeurplus faible. La partie d�erivation de l'�energie demande un tout petit peu d'attention, 
on
ernant le sens de
ertains ve
teurs, ainsi qu'ave
 le signe des quantit�es manipul�ees. On a alors toutes les 
l�es en main pourd�erouler la ma
hinerie variationnelle, qui est bien �etudi�ee depuis les travaux fondateurs de [16℄.
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Chapitre 2Etat de l'artDans le travail d'extra
tion des zones urbaines d'une image, il y a deux parties bien distin
tes. En premierlieu, il faut pr�etraiter les donn�ees image dont on dispose pour mettre en valeur les �el�ements sur lequels onsouhaite s'attarder. Il faut trouver une m�ethode pour faire ressortir de l'image les pixels 
orrespondant �ade la ville, et diminuer l'importan
e de tous les autres. Bien �evidement, 
ela repose sur un a priori des 
a-ra
t�eristiques d'une ville. Ensuite, une fois qu'on a pr�etrait�e l'image, il faut extraire la r�egion, en segmentant.On utilise les r�esultats de la des
ription urbaines, et on essaie de s�eparer les zones r�eellement urbaines desautres zones. On a explor�e dans 
e stage deux m�ethodes qui d�e
oulent de la formulation sous forme d'�energie.Dans un premier temps, je me suis 
on
entr�e sur la segmentation de graphes. Ensuite, j'ai utilis�e le 
adrevariationnel ave
 la même �energie.2.1 Des
ription urbaineLes prin
ipales m�ethodes d'extra
tion de zones urbaines sont bas�ees sur l'analyse de texture. L'analysede texture est tr�es diÆ
ile 
ar les textures r�eelles ne sont souvent pas uniformes, �a 
ause des 
hangementsd'orientation et de taille. De plus, bea
uoup d'algorithmes propos�es sont d'une grande 
omplexit�e algorith-mique. On remarquera que l'on utilise souvent des 
hamps de Markov, pour leur 
apa
it�e �a modeliser desintera
tions parfois lointaines.On peut trouver des �etats de l'art dans [11℄, [3℄, [29℄. [36℄ ont divis�e l'analyse de texture en quatre
at�egories :{ statistique{ geometrique{ bas�e mod�ele{ analyse du signal.Les m�ethodes statistiques analysent la distribution dans l'espa
e des niveaux de gris, en 
al
ulant des
ara
t�eristiques lo
ales en 
haque point de l'image, puis en 
al
ulant des statistiques de 
es param�etres lo
aux.Des m�ethodes de premier, deuxi�eme ordre, ainsi que d'ordre sup�erieur existent, et permettent de 
al
ulermoyenne, varian
e et ressemblan
e de stru
tures. Les plus utilis�ees sont les param�etres de 
oo

urren
e [12℄et les di��eren
es de niveau de gris [39℄. Des m�ethodes bas�ees sur l'auto
orr�elation ont aussi �et�e d�evelopp�ees,mais pour des r�esultats d�e
evants [5℄.Les m�ethodes g�eom�etriques d�e
omposent les textures en primitives, pour ensuite deviner des r�egles surleur organisation spatiale. Ces primitives peuvent être extraites par d�ete
tion de 
ontours [35℄, ou par mor-phologie math�ematique [32℄. L'organisation des stru
tures est alors apprise par des m�ethodes statistiques,mais aussi par diagrammes de Vorono�� [35℄.Les m�ethodes bas�ees mod�eles font l'hypoth�ese de l'existen
e d'un mod�ele sous-ja
ent, r�egit par di��erentsparam�etres. On 
onsid�ere l'intensit�e des pixels 
omme fon
tion de deux �el�ements : un bruit additif al�eatoire,et la stru
ture de la surfa
e de l'objet sur lequel repose la texture. On se r�eferrera �a [3℄ pour de plus amples4



Rapport de stage de DEA Arianarenseignements. On trouve des mod�eles ou l'�el�ement de base est la r�egion, et d'autres o�u l'�el�ement de baseest le pixel ; [27℄ a propos�e un mod�ele bas�e fra
tal.Les m�ethodes bas�ees sur l'analyse du signal analysent le 
ontenu fr�equen
iel de l'image. Il existe des�ltres de domaine spatial (mask de Laws [18℄), mais les masques standards (Robert et Sobel) peuvent aussiêtre utilis�es pour obtenir des informations de fr�equen
e. On peut aussi extraire de l'information des moments[37℄. L'utilisation de la transform�ee de Fourier par fenêtre permet de garder de l'information sur la positionmais on peut aussi utiliser des transform�ee en ondelettes [22℄. Lorsqu'on utilise des fon
tions (somme degaussiennes), on 
r�ee des ban
s de �ltres. Manjunath et Ma [23℄ ont am�elior�e la 
on
eption des �ltres pour
ouvrir tout le spe
tre sans faire exploser la dimensionalit�e . On pourra se r�ef�erer �a [30℄ pour une plus longuedes
ription de 
es m�ethodes d'analyse du signal.Dans [26℄, il est propos�e di��erents param�etres de texture pour l'analyse et l'identi�
ation de zones urbainesdans les images a�eriennes. Une �etude 
ompl�ete sur une zone urbaine, ainsi qu'une �etude intra-urbaine sontpr�esent�ees.La so
i�et�e SCOT1, en a

ord ave
 Eurosat2, propose dans sa gamme de logi
iels des outils pour lad�elimitation d'agglom�erations urbaines par le traitement automatique d'images satellitaires. Ils re
her
hentdes logi
iels et des algorithmes appropri�es pour l'extra
tion de l'urbain, et proposent des m�ethodologiespermettant de faire des tests sur di��erentes villes, ave
 di��erentes images.Anne Lorette pr�esente dans sa th�ese [20℄ une m�ethode pour d�eterminer la position des villes sur desimages satellites, en 
onstruisant des 
hamps de Markov pour analyser la texture en 
haque pixel, puis enutilisant un K-means 
ou pour 
lassi�er ses r�esultats. Sa m�ethode est presque enti�erement automatis�ee, seuleune �etape de 
hoix des 
lasses r�eellement urbaine doit être r�ealis�ee par un op�erateur.2.2 Segmentation de grapheDans un arti
le de 1993, Wu et Leahy [40℄ proposent une m�ethode pour segmenter un graphe en deuxmasses distin
tes, en se basant sur la notion de \minimum 
ut", 
'est-�a-dire en 
hoisissant la segmentationqui minimise le 
oût de s�eparation du graphe en deux agglom�erats. Ce 
rit�ere peut être utilis�e pour obtenirde bons r�esultats de segmentation sur quelques images. Cependant, 
ette m�ethode a tendan
e �a favoriserles petits ensembles de noeuds du graphe. Elle est don
 biais�ee vers les petites r�egions, 
e qui n'est passouhaitable.Shi et Malik [34℄ ont pouss�e plus loin l'analyse en proposant de normaliser les r�egions par la mesure dela similarit�e entre r�egions, 
'est �a dire qu'il y a une 
ertaine mesure de la taille de l'agr�egat qui est priseen 
ompte. On obtient ainsi une appro
he qui n'est plus biais�ee vers les petites r�egions. Cependant, on nepeut pas in
lure des information sur la fronti�ere de la r�egion 
onsid�er�ee, 
ar les r�egions sont vues 
omme desensembles de points, et la sp�e
i�
it�e des points sur le bord n'est pas exploitable en tant que telle. De plus, ilsne proposent qu'une solution appro
h�ee au probl�eme qu'ils se posent. En e�et, la r�esolution du \normalized
ut" est un probl�eme tr�es dur (NP-
omplet).Cox et al. [6℄ pr�esentent une appro
he de rapport d'�energie, entre une aire g�en�eralis�ee et une longueurg�en�eralis�ee, et trouvent la 
ourbe optimale en 
hoisissant 
haque point de l'image 
omme pivot, l'un apr�esl'autre. Cependant, ils sont restreint aux aires g�en�eralis�ees, ie l'int�egrale de fon
tions positives sur la r�egion.De plus, l'algorithme est tr�es lourd �a mettre en �uvre.Utilisant une autre appro
he, Jermyn et Ishikawa [14℄, qui se basent sur les travaux de Lawler [17℄ et deMeggido [24℄, proposent de r�esoudre la minimisation d'un rapport d'�energie sur un graphe. Ils proposent unesolution exa
te, en temps polynomial, au probl�eme qu'ils se sont pos�es. De plus, dans le même arti
le,ils se servent d'une m�ethode donn�ee par Karp [15℄ pour appliquer une solution hautement parall�elisable et1Servi
e et 
on
eption de syst�emes en observation de la Terre : http://www.s
ot-sa.
om2http://www.eurostat.org Page 5/32



Rapport de stage de DEA Arianamultir�esolution au probl�eme du rapport moyen minimum sur un 
y
le dans un graphe, appliqu�e sur desimages. On est 
ependant limit�e dans les fon
tions qui peuvent être utilis�ees pour d�e
rire les r�egions. Parexemple, il n'est pas dire
tement possible d'introduire de l'information du deuxi�eme ordre. La d�ete
tion der�egions �a trou, par exemple un tore, n'est pas possible, 
ar dans leur formalisme une r�egion est d�e
rite parl'int�erieur d'un 
y
le. De plus, la m�ethode n'est pas intera
tive, et ne permet pas �a l'utilisateur de sp�e
i�er despoints de re
her
he initiaux, du fait du minimum global. Cependant 
es extensions peuvent être envisag�ees,en �elagant le graphe des r�egions non d�esir�ees.L'arti
le de Wang et Siskind [38℄ pr�esente une nouvelle fon
tion, le \ratio-
ut", pour partitionner ungraphe, ainsi qu'un algorithme (limit�e aux graphes planaires 
onnexes) qui r�esoud le probl�eme en tempspolynomial, en se basant sur les travaux de Jermyn et Ishikawa [14℄ dans une de leurs �etapes de r�edu
tion.De plus, ils �etendent leur m�ethode a�n de s'a�ran
hir de bruit poivre-et-sel, et de bords 
ous, en 
onstruisantune heuristique. Ils a

�el�erent aussi la m�ethode en travaillant sur des sous-images qui sont ensuite fusionn�ees.2.3 Segmentation par m�ethodes variationnellesUne ex
ellente introdu
tion m'a �et�e propos�ee dans le 
ours de DEA de M. Ra
hid Deri
he3.Introduits par Kass, Witkin et Terzopoulos [16℄ en 1988 , les m�ethodes variationnelles sur les 
ontourstentent de minimiser une �energie d�e�nie sur l'ensemble des 
ontours d'une image. Comme trouver le minimumglobal est 
onsid�er�e 
omme un probl�eme diÆ
ile (NP-
omplet), la m�ethode g�en�eralement employ�ee est deprendre un minimum lo
al obtenu par des
ente de gradient, en utilisant la m�ethode d'Euler-Lagrange.Typiquement, l'�energie s'�e
rit sous la formeE(
) = � Z Eint(
(s))ds+ � Z Eimage(
(s); I)ds o�u 
 : [0; 1℄! CL'�energie interne tend �a lisser la 
ourbe, tandis que l'�energie image rappro
he la 
ourbe des �el�ements impor-tants de l'image.Il existe de nombreuses extensions de l'id�ee de d�epart : \level-sets" [25℄, snakes [16℄, optimisations \Narrowband" et \extension velo
ities" [1℄.Cependant, malgr�e le nombre �elev�e de publi
ation, qui re
�ete l'essort prit par 
es m�ethodes, peu degens se sont int�eress�es �a la mod�elisation de ph�enom�enes in
luant toutes la r�egion s�ele
tionn�ee. On pourra
ependant 
iter les travaux de St�ephanie Jehan-Besson, Mi
hel Barlaud et Gilles Aubert [13℄ qui proposentdans leur mod�ele Dream2s de prendre 
omme fon
tionnelleJ(
in;
out;�) = ZZ
out k(out)(x; y;
out)dxdy + ZZ
in k(in)(x; y;
in)dxdy + Z� k(b)(x; y)ds (2.1)En introduisant un param�etre � qui gouverne les �etapes de l'�evolution, ils obtiennent une param�etrisationde l'�evolution de l'�energie. La d�erivation est alors possible, par rapport �a � , et donne une �evolution fon
tiond'int�egrales sur le 
ontour et sur la r�egion enti�ere.On pourra aussi 
iter les travaux de Marie Ro
hery [31℄. Elle mod�elise son probl�eme, l'extra
tion der�esaux lin�eiques, par une �energie quadratique, qui est, en fait, une int�egrale double d'une fon
tion bien
hoisie. Elle obtient alors dans son �equation d'�evolution des termes d�ependant de la forme du 
ontour. Cestravaux peuvent don
 être mis en parall�ele ave
 les id�ees pr�esent�ees i
i, du moins pour l'�e
riture des �energies.
3http://www-sop.inria.fr/robotvis/personnel/der/tea
hing.htmlPage 6/32



Chapitre 3El�ements th�eoriquesJe pr�esente dans 
ette partie les �el�ements th�eoriques n�e
essaires �a la 
ompr�ehension de mon travail destage.Dans la premi�ere partie, je me suis d'abord 
on
entr�e sur une segmentation de graphes. Je pr�esentebri�evement don
 la th�eorie des graphes standard, qui est enseign�ee g�en�eralement dans les premi�eres ann�eesde fa
ult�e. J'introduis aussi l'utilisation de la m�ethode rapport de 
oût, qui est �a la base de l'algorithmeutilis�e.Ensuite, j'ai appliqu�e 
es m�ethodes sur les travaux d'Anne Lorette, qui utilisent des 
hamps de Markov.Je pr�esente don
 su

intement sa m�ethode, et la th�eorie g�en�erale sur laquelle elle s'appuie.Dans la derni�ere partie de mon stage, j'ai pu appliquer le prin
ipe du rapport de 
oût dans le 
adrevariationnel. Je d�e
ris don
, dans la troisi�eme partie de 
e 
hapitre, 
omment sont 
onstruites les m�ethodesvariationnelles, de fa�
on d�etaill�ee, a�n de bien pr�e
iser 
es te
hniques, qui ne sont enseign�ees que tr�es tardi-vement dans un 
ursus universitaire.3.1 Th�eorie des graphesDeux ex
ellentes r�ef�eren
es sur la th�eorie des graphes sont le livre de Gondran et Minoux [10℄, et 
elui deAhuja et al. [2℄. Apr�es les d�e�nitions, je pr�esenterai les algorithmes standards que j'utilise, puis je pr�esenteraisla m�ethode utilis�ee par Jermyn et Ishikawa dans [14℄, m�ethode que je reprends dans mon travail de stage.3.1.1 D�e�nitions{ Un graphe orient�e G = (S;A) est d�e�ni 
omme un ensemble S, dont les �el�ements sont appel�es lessommets, et un ensemble A, ensemble ordonn�e de 
ouples de sommets, appel�es arêtes.{ Un 
hemin de longueur l est une suite de l ar
s not�ee C = fa1; : : : ; alg ave
 a1 = (s0; s1); a2 =(s1; s2); : : : ; al = (sl�1; sl). Un 
hemin peut être vu 
omme le par
ours d'une suite de sommets enprenant les ar
s du graphe.{ Un 
y
le est un 
hemin tel que s0 = sl.{ On peut 
onstruire une fon
tion poids w : A ! E qui asso
ie �a 
haque arête une valeur, par exempleun r�eel ou un 
ouple d'entiers.3.1.2 Algorithmes standardsJe pr�esente i
i quelques probl�emes 
lassiques en th�eorie des graphes, et des algorithmes qui les r�esolvent.Je les utilise lorsqu'il faut extraire un 
y
le de poids n�egatif d'un graphe. Je 
ommen
e par l'algorithme7



Rapport de stage de DEA Ariana
lassique de Dijkstra, qui trouve la distan
e entre un sommet parti
ulier nomm�e sour
e, et tous les autressommets. Ensuite, une version adapt�ee aux poids n�egatifs est pr�esent�ee (
orre
tion d'�etiquettes) et �nalementje montrerai 
omment trouver un 
y
le n�egatif, s'il existe, dans un graphe de poids quel
onques.Plus 
ourt 
heminSoit G un graphe pond�er�e, w : A! R+ une fon
tion de poids positive. Trouverle plus 
ourt 
hemin entre un sommet sour
e s et tous les autres sommets.Dijkstra()1 T := ;; �T := S;2 d(i) :=1 pour 
haque sommet i 2 S;3 d(s) := 0; pred(s) := ;;4 tant que �T 6= ; faire5 soit i 2 �T tel que d(i) = minfd(j)jj 2 �Tg6 T := T [ fig7 �T := �T � fig8 pour toute arête (i; j) faire9 si d(j) > d(i) + wij alors10 d(j) := d(i) + wij11 pred(j) := i;Le prin
ipe est de garder deux ensembles de sommets, T et �T . Tous les sommets dans T ont d�ej�a leurdistan
e �nale. On 
hoisit alors dans l'ensemble �T le sommet dont la distan
e est la plus petite. Ce n�ud est�a sa distan
e minimale : n'importe quel autre 
hemin sortant de l'ensemble T pour rejoindre 
e sommet afor
�ement une longueur plus grande. On ins�ere 
e n�ud dans l'ensemble T , on met �a jour ses su

esseurs etl'on it�ere. Les distan
es sont bien 
al
ul�ees �a partir du sommet sour
e s, 
ar il est le seul �a n'être pas in�ni�a l'initialisation, 
'est ave
 
elui-
i que les 
al
uls de distan
e 
ommen
ent. L'algorithme termine ave
 tousles sommets ayant un attribut d qui 
orrespond �a la distan
e de 
e sommet �a la sour
e s.L'algorithme de Dijkstra r�esoud le probl�eme du plus 
ourt 
hemin, mais ne mar
he que pour des poidspositifs 
ar l'hypoth�ese qui 
onstitue le so
le de l'algorithme est que tous les n�uds de T ont d�ej�a leurdistan
e �a la sour
e �nale. Or, si l'on a un ar
 de poids n�egatif, on risque de modi�er la distan
e d'un desn�uds de T . Dans le 
as de poids n�egatifs, on risque d'avoir un 
y
le de poids n�egatif dans le graphe. Enle par
ourant, on mettrait tout le temps �a jour les n�uds dont la distan
e serait ind�e�niment d�e
roissante(vers �1). Il existe un algorithme pour le 
as o�u les arêtes peuvent être n�egatives, mais o�u on garantit qu'iln'y a pas de 
y
les n�egatifs.Corre
tion d'Etiquettes()1 d(s) := 0; pred(s) := 0;2 d(i) :=1 pour 
haque sommet i 2 S � fsg;3 LIST := fsg;4 tant que LIST 6= ; faire5 enlever un sommet i 2 LIST6 pour toute arête (i; j) faire7 si d(j) > d(i) + wij alors8 d(j) := d(i) + wij9 pred(j) := i;10 si j =2 LIST alors11 ajouter noeud j �a LISTOn 
hoisit un sommet de la liste. On met �a jour tous les su

esseurs de 
e sommet. On met dans la liste lessu

esseurs, 
ar leurs �ls ne sont peut-être plus �a jour, il faudra don
 les r�ea
tualiser.Finalement, on a les outils pour trouver un 
y
le n�egatif :Page 8/32
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tion de 
y
les n�egatifs dans un grapheOn se donne G un graphe pond�er�e par w : A ! R, une fon
tion de poidsquel
onque. Trouver un 
y
le n�egatif, s'il en existe un.On a plusieurs fa�
ons de r�esoudre le probl�eme, en se basant sur la mise �a jour des distan
es des n�uds.Pour la simpli
it�e de l'expos�e, on supposera que le graphe est a

essible �a partir de la ra
ine, ie pour toutsommet x, il existe un 
hemin de la sour
e �a x (dans le 
as 
ontraire, il faut 
her
her ind�ependamment dans
haque partie 
onnexe).{ Borne inf�erieure : si le graphe ne 
ontient pas de 
y
les n�egatifs, alors la distan
e de la sour
e �a toutn�ud est sup�erieure �a jSj �Min, o�u Min = min(min w; 0) (?). On fait don
 tourner un algorithme de
orre
tion d'�etiquette, en 
hoisissant arbitrairement le n�ud sour
e, et on attend un des �ev�enementssuivants :� la 
ondition (?) est bafou�ee, un 
y
le n�egatif passe par le sommet de poids minimal.� l'algorithme termine, alors il n'y a pas de 
y
le n�egatif.{ Re
her
he de 
y
le n�egatif : On se 
ontente de v�eri�er de temps en temps que le graphe des pr�ed�e
esseurs(pred(y) = x, d(y) = d(x)+wx;y) n'a pas de 
y
le, qui 
orrespondrait alors �a un 
y
le n�egatif dans legraphe original. Cette re
her
he peut être faite en \
olorant" le graphe des pr�ede
esseurs, la ren
ontrede la 
ouleur d�ej�a existante sur un n�ud �a 
olorier repr�esentant un 
y
le.3.1.3 Algorithme rapport de 
oûtDans [14℄, Jermyn et Ishikawa appliquent �a des images une m�ethode bas�ee sur les travaux de Lawler[17℄ et de Meggido [24℄. Ils y expliquent 
omment extraire le 
y
le de rapport minimal sur un bi-graphe(G;A; S; (�; �)) dont les arêtes poss�edent deux poids � et � . Le prin
ipe est de plonger la re
her
he de r�egiondans un graphe. On se donne une image initiale. On 
onstruit alors une proje
tion de l'image sur les bi-graphes, on r�esoud le probl�eme du rapport minimal sur les 
y
les de 
e graphe, puis on retourne dans l'espa
edes images, o�u le 
y
le apparâ�t alors 
omme la fronti�ere d'une r�egion. Le grand int�erêt est que l'algorithmesur les graphes ne propose qu'un seul r�esultat, le minimum global sur tous les poids de 
y
les du graphe, lepoids d'un 
y
le C �etant d�e�ni par w(C) = Pa2C �Pa2C � (3.1)L'algorithme est g�en�eral, dans le sens qu'il n'a pas de param�etrisation li�ee aux donn�ees sur lequel iltravaille. La 
ontrepartie est que l'on doit trouver la fon
tion de proje
tion des images, ie une m�ethode de
onstru
tion d'un graphe (sommets et arêtes) qui re
�ete les donn�ees de l'image, et qui souligne les zones quir�epondent au 
rit�ere que l'on re
her
he. L'id�ee est que le 
y
le qui sera extrait sera 
ompos�e d'arêtes dontla somme a une forte valeur. La mod�elisation a don
 lieu lors de la 
onstru
tion de 
e graphe, 
'est l�a que lades
ription de 
e que l'on 
her
he est introduite.On 
her
he �a trouver la solution g�en�erale au probl�eme suivant :Cy
le de poids minimalSoit un bi-graphe (G;S;A; (�; �)) v�eri�ant{ � : A! Z,{ � : A! N? ,{ Si (u; (�; �); v) est une arête de G, alors (v; (��; �); u) en est une autre.Trouver le 
y
le de poids w = P�P � minimal.On se restreint aux 
y
les qui ne font pas plusieurs bou
les sur eux-mêmes, 
ar ils ont le même rapportque le 
y
le qui ne fait qu'un seul tour. La solution ne peut pas être un 
y
le qui se 
roise, 
ar sinon unedes deux parties de 
y
les poss�ede un rapport meilleur que la bou
le. Cependant, on peut trouver des 
asd�eg�en�er�es o�u plusieurs 
y
les ont le même poids.L'algorithme fut d'abord d�e
rit par Lawler [17℄, puis g�en�eralis�e par Meggido [24℄. Il repose sur l'obser-vation suivante : soit wt : A ! Q; wt(a) = �(a) � t�(a); t 2 Q. Si t� est le plus grand t tel l'�equationPage 9/32



Rapport de stage de DEA Arianawt�(C) < 0 n'admet pas de solution sur l'espa
e des 
y
les de G, alors t� est la valeur de t telle la solutionau probl�eme du Cy
le de poids minimal est le 
y
le C qui v�eri�e w(C) = t�.On a don
 r�eduit le probl�eme �a 
elui de trouver t�, ie la valeur de t telle que le 
y
le de poids minimum,en 
onsid�erant les poids wt, est zero. Ce
i revient alors �a 
her
her la plus grande valeur (n�egative) de t telleque le graphe (G;wt) n'a pas de 
y
le n�egatif. On remarquera bien que le graphe (G;wt) a une fon
tionpoids qui envoie les arêtes sur les rationels, et non plus sur un 
ouple d'entiers.Re
her
heCy
leMin()1 t = 0 // borne sup�erieure sur t2 tant que (ilExisteUnCy
leNegatif(G; t)) faire3 t = rapport d'un 
y
le n�egatif deG4 rendre trouverCy
leDePoidsNul(G; t)Con
ernant l'initialisation, on remarque que si les 
y
les ne sont pas tous de poids w nul, il existe toujoursun 
y
le de poids n�egatif. En e�et, si C est un 
y
le de poids w(C) > 0, alors �C, le même 
y
le, mais enprenant les arêtes �a l'envers, est de poids n�egatif : w(�C) < 0. Il faut bien voir aussi que dans l'algorithme,le rapport des 
y
les n'est utilis�e que pour mettre t �a jour. Le poids d'un 
y
le, lors de la phase de re
her
hede 
y
les n�egatifs, est donn�e par wt(C) =P(�(a) � t�(a))Il faut remarquer que, bien que le r�esultat 
her
h�e soit un 
y
le C, dont le poids est un rapport w(
) =P �P � , que l'on 
her
he �a minimiser, l'algorithme travaille sur des poids wt(C) = P� � t� . Juste avant quel'algorithme ne rende son r�esultat, la valeur t est le plus petit rapport de poids des 
y
les de G. Il suÆtalors d'extraire 
e 
y
le du graphe. On peut le faire en 
onsid�erant le graphe ( ~G;A; S; ~w) o�u ~w(u; v) =w(u; v) � d(v) + d(u). Dans 
e graphe, les arêtes de poids non nul 
orrespondent �a des arêtes qui ne sontpas sur le 
hemin menant �a un 
y
le. On peut don
 les supprimer, et re
her
her un 
y
le dans le graphebeau
oup moins dense (toutes les arêtes sont alors de poids nul) qui reste.On remarquera que, de toutes mani�eres, la valeur de t d�e
rô�t jusqu'�a atteindre t�. On peut don
 utiliserune di
hotomie. On a une valeur d'o�u l'on peut 
ommen
er, 
ar 0 est une borne sup�erieure. On peut don

ommen
er ave
 t = �1 et multiplier 
ette valeur tant qu'il y a des 
y
les n�egatifs dans le graphe. Lorsqu'onn'en trouve plus, t est plus grand que t�. Par di
hotomie, on se rappro
he alors de t� en 
omsid�erant qu'un
y
le n�egatif trouv�e signi�e que t� est plus petit, et pas de 
y
le n�egatif signi�e que t� est plus grand. J'aid�e
id�e d'arrêter la di
hotomie lorsque l'intervalle de re
her
he est plus petit qu'une 
onstante que l'on 
hoisi(1 est une bonne valeur). On r�eutilise alors l'algorithme lin�eaire d�e
rit 
i-dessus pour trouver la valeur exa
tede t�, 
e que ne peut pas faire la di
hotomie (
onsid�erer le 
as o�u t� = � 53 , qui ne peut pas être atteint parune di
hotomie, qui ne peut atteindre que des fra
tions de d�enominateur en 2k). L'avantage de la di
hotomieest que, en un nombre raisonnable d'it�erations, on se trouve pro
he de la valeur �nale de t�, 
e qui n'estpas garanti par la version lin�eaire, qui pourrait essayer tous les 
y
les du graphe avant de trouver le bon.Cependant, la di
hotomie teste souvent des valeurs plus petites que t�. Il faut alors mener l'algorithme de
orre
tion d'�etiquettes �a son terme, 
e qui est tr�es 
outeux, 
ar il faut trouver la distan
e de 
haque n�ud�a la sour
e. Cependant, l'exp�erien
e montre que la di
hotomie est plus rapide.3.1.4 Constru
tion du grapheOn est 
apable, par l'algorithme d�e
rit dans le paragraphe pr�e
�edent, d'extraire le 
y
le de rapportminimal d'un bi-graphe. Cependant, la 
onstru
tion d'un tel graphe, et les raisons qui poussent 
ertainesarêtes �a appartenir au 
y
le �elu n'ont pas �et�e expli
it�ees. Je montre dans 
ette partie 
omment pla
er lessommets du graphe, pour 
orrespondre aux pixels, ainsi que 
omment 
al
uler le poids de 
haque arête.Lo
alisation des sommetsOn souhaite obtenir une 
orrespondan
e entre l'image initiale et un 
y
le dans le graphe. Pour la lo
alisa-tion spatiale des sommets, deux solutions se pr�esentent (voir �gure 3.1). Les deux versions sont implant�ees,Page 10/32



Rapport de stage de DEA Arianamais la version o�u les sommets du graphe sont les angles des pixels s'explique mieux intuitivement, et permetde mieux d�e�nir le poids des arêtes du graphe en fon
tion de l'image de d�epart.Poids des arêtesOn va 
onstruire les arêtes telles que l'algorithme 
her
he la r�egion R qui minimise l'�energieE[�R℄ = N [�R℄D[�R℄ = RS 
0(t)? � v(
(t))dtRS j
0(t)jg(
(t))dt (1) (3.2)ave
{ �R la fronti�ere de la region,{ S = S1 un 
er
le,{ 
 : S ! R2 , qui repr�esente la fronti�ere de la r�egion ÆR dans R2{ v : R2 ! R2 un 
hamp de ve
teurs,{ g : R2 ! R.Cette �energie peut parâ�tre �etonnante au premier 
oup d'�il : mise sous 
ette forme, 
'est l'expressiond'une �energie d'une r�egion dans le domaine 
ontinu. En fait, 
omme l'on souhaite rester le plus g�en�eralpossible, l'expression sur le plan est plus int�eressante que 
elle sur un domaine dis
ret. La forme �nale del'�energie (fon
tions v et g) est �a 
hoisir en fon
tion d'�a priori sur la r�egion que l'on souhaite extraire, etdoivent d�ependre des donn�ees initiales. Ensuite, on dis
r�etise 
ette �energie pour pouvoir la faire passer dansl'algorithme d�e
rit plus haut. Cependant, je vais proposer une r�e�e
riture de l'�energie pour une manipulationplus ais�ee.On 
onserve le d�enominateur sous 
ette forme pour les informations sur la fronti�ere. Don
 pour 
al
ulerles valeurs de � pour 
haque arête, il faut int�egrer la fon
tion g entre les deux sommets, sur une ligne droite.On 
al
ule don
 pour 
haque arête a : I ! R2� = ZI g(a(s))ds (3.3)
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On peut pla
er les sommets du graphe au 
entre despixels. Les arêtes repr�esentent alors les relations devoisinage entre pixels. Cheminer le long d'une arêterevient �a 
hanger de pixel. Les r�egions obtenues se-ront alors 
ompos�ees des pixels sur le 
y
le, ainsique des pixels �a l'int�erieur. On peut pla
er les sommets du graphe dans les
oins des pixels. Les arêtes 
orrespondent alors aubord des r�egions, qui sont 
onstitu�ees des pixels �al'int�erieur des arêtes du 
y
le.Fig. 3.1 { Di��erents positionnements des sommets du graphe.Page 11/32



Rapport de stage de DEA ArianaPar exemple, on peut prendre g = 1. On a alors � 2 f1;p2g, si l'on est en 8-
onnexit�e. De plus, si l'onregarde alors la somme de 
es valeurs sur les 
y
les, on trouve que l'on a une petite valeur pour des petitesr�egions. En fait, pour g = 1, on mesure le p�erim�etre. Cette �energie a tendan
e �a 
r�eer des r�egions 
onvexeset pousse la 
ourbe �a être moins tordue. En e�et, beau
oup de 
ir
onvolutions feront augmenter la valeurdu d�enominateur, tandis que la ligne droite produira le d�enominateur le plus petit.Par 
ontre, grâ
e au th�eor�eme de Green,ZS 
0?(t) � v(
(t))dt = � ZRr � v(x; y)dxdy(le signe d�epend de l'orientation de la r�egion) on peut transformer une int�egrale sur un 
ontour en uneint�egrale sur une r�egion. En prenant don
 une fon
tion telle quef = r � v; (3.4)on peut apporter des informations sur la r�egion enti�ere dans le num�erateur, et on remarquera que le 
hampve
toriel v : R2 ! R2 vxf (x; y) = Z x0 f(x0; y)dx0vyf (x; y) = 0permet de retrouver la relation 3.4. Cette forme est tr�es �el�egante 
ar 
e 
hamp de ve
teurs n'a qu'une
oordonn�ee signi�
ative, 
e qui permet de mettre �a z�ero toutes les arêtes horizontales.�1�2 �3 �4f� 6
? -On 
onstruit alors les poids � des arêtes par �4 = ��2 + f (3.5)�3 = �1 = 0en n'oubliant pas de 
onstruire les sym�etriques :(u; (�; �); v) 2 G =) (v; (��; �); u) 2 GOn remarque que la somme des poids � sur le 
y
le 
orrespond �a la somme des valeurs de f dans la r�egion ,X
y
le� = Xregion f (3.6)C'est l'analogue du th�eor�eme de Green sur les graphes. En e�et, on a 
onstruit les valeurs � des arêtes (enint�egrant dans la relation (3.5)) pour que 
ette relation soit une 
ons�equen
e de la 
onstru
tion. On peutaussi 
onstruire des diagonales (8-
onnexit�e), en ajoutant la valeur de la moiti�e du pixel travers�e, 
e qui
onserve la propri�et�e (3.6), si l'orientation est respe
t�ee.
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Rapport de stage de DEA Ariana�1�2 �3 �4f� 6
? -�������

����5���� ����R�6On met 
ome valeurs�5 = ��2 + f2�6 = �2 � f2Pour r�esumer, on peut dire que l'on est parti d'un rapport d'int�egrales autour d'une r�egion dans ledomaine 
ontinu, que l'on a dis
r�etis�e sur un graphe par le quotient de sommes sur des arêtes :E[R℄ = RR A(x)dxR�RB(
(s))ds � Pa2
y
le �(a)Pa2
y
le �(a) (3.7)3.2 Champs de MarkovOn se rappelle que le but �nal est d'extraire des zones urbaines d'images satellitaires. A l'aide desalgorithmes pr�esent�es dans la partie 
i-dessus, on sait trouver dans un graphe le 
y
le de rapport minimal,qui 
orrespond �a la r�egion minimum global du 
rit�ere utilis�e. On a aussi dit que pour passer d'une image�a un graphe, il fallait 
onstruire une fon
tion qui sa
he prendre en 
ompte la mod�elisation des r�egions quel'on souhaite trouver.On pr�esente don
 i
i 
ertains des travaux d'Anne Lorette sur les images de t�el�ed�ete
tion, qui d�e
riventune m�ethode utilisant des 
hamps de Markov pour 
ara
t�eriser les pixels selon un indi
e de texture. Cetindi
e 
ara
t�erise assez bien les zones urbaines, dans le sens qu'une valeur �elev�ee de l'indi
e 
orrespond tr�esprobablement �a un pixel dans une ville, et un indi
e de valeur basse est synonyme de texture appartenant �aautre 
hose qu'une zone urbaine. Cela va nous permettre d'avoir une premi�ere ((impression)) de la lo
alisationdes zones urbaines, qui seront alors segment�ees par l'algorithme de rapport de 
oûts.Dans la premi�ere partie, je d�e
ris bri�evement les 
ara
t�eristiques d'un 
hamp de Markov, qui sontn�e
essaires pour pr�esenter les travaux d'Anne Lorette 
entr�es sur la d�ete
tion de zones urbaines.3.2.1 D�e�nitionsOn renvoie �a l'ouvrage de Li [19℄ pour une pr�esentation g�en�erale des 
hamps de Markov et leur utilisationen vision par ordinateur, ainsi qu'�a [28℄ pour le lien entre les 
hamps de Markov et la th�eorie des graphes.L'image est repr�esent�ee 
omme un ensemble de sites S.D�e�nition :V est un voisinage du site s si1. s =2 V (s)2. s 2 V (t), t 2 V (s)On 
onsid�ere le 
hamp al�eatoire X = (X1 : : : Xn), d�e�ni sur S, �a image dans 
.D�e�nition :(X;
; P ) est un 
hamp de Markov par rapport au syst�eme de voisinage V s'il v�eri�e :Page 13/32



Rapport de stage de DEA Ariana
Fig. 3.2 { Voisinage pour le mod�ele uni-dire
tionel1. 8x 2 
; P (X = x) > 02. 8s 2 S; 8x 2 
; P (Xs = xsjfXr = xr ; r 2 S � fsgg) = P (Xs = xsjfXr = xr; r 2 V (s)g)Cela signi�e que la valeur d'un site du 
hamp ne d�epend que de la valeur de ses voisins. Cependant, onpeut quand même introduire des propori�et�es globales en imposant des 
ontraintes lo
ales.Th�eor�eme d'Hammersley-Cli�ord :Si (X;
; P ) est un 
hamp de Markov, alors sa distribution P (X) est une distribution de Gibbs :P (X) = e�U(X)Z o�u Z = XX2
s e�U(X) et U(X) =X
2C V
(fXs; s 2 
g)et C repr�esente l'ensemble des 
liquesPour être plus exhaustif, il faudrait pr�esenter quelques mod�eles (Ising, Potts, . . . ), un exemple d'utilisa-tion de 
hamp de Markov (restauration), et les estimateurs habituels (MAP, MPM. . .). Ensuite la relaxationprobabiliste ave
 M�etropolis et l'e
hantilloneur de Gibbs, le prin
ipe du re
uit simul�e et quelques approxi-mations deterministes de type ICM ou GNC. On pourra se r�ef�erer au livre [4℄.3.2.2 Indi
e de texture pour les zones urbainesDans sa th�ese [20℄, et l'arti
le [21℄, Anne Lorette, en se basant sur des travaux de Xavier Des
ombes [7℄,d�e
rit une m�ethode permettant d'extraire les zones urbaines dans une image satellitaire, bas�ee sur l'estimationd'un param�etre appel�e temp�erature. Ensuite, elle segmente 
e r�esultat, et pr�esente aussi des r�esultats sur dela 
lassi�
ation intra-urbaine. Cependant, je vais uniquement parler de la m�ethode pour d�e
rire les r�egionsurbaines, et je ne parlerai pas de la segmentation, 
ar je ne m'en sers pas.Anne Lorette, pour extraire son param�etre de texture, utilise un même mod�ele markovien en 1D, (quiprend en 
ompte une dire
tion sp�e
i�que) dans huit dire
tions di��erentes, pour obtenir huit valeurs. Ensuite,elle 
ombine 
es valeurs pour ne donner qu'une seule valeur �nale. Je vais don
 d�e
rire sa m�ethode en troisparties.� Dans un premier temps, je d�e
rirai le mod�ele unidire
tionnel utilis�e.� Ensuite, je pr�esenterai la m�ethode d'estimation des param�etres de 
e mod�ele.� Pour terminer, je montrerai 
omment Anne Lorette 
ombine les informations donn�ees par huit versionsdi��erentes, une version par dire
tion, pour extraire son param�etre �nal d'indi
e urbain.Le mod�eleLe param�etre de base que l'on souhaite extraire, la temp�erature, not�ee T , est fond�e sur un mod�elemarkovien. Le but est de 
onstruire des mod�eles tels que les zones urbaines, qui sont des zones �a fortevarian
e et peu 
orr�el�ees, aient une temp�erature plus �elev�ee que les zones de 
hamps par exemple.On d�e�nit le voisinage 
omme �etant 
ompos�e de deux voisins. Cela revient �a 
hoisir une dire
tion pri-vil�egi�ee d ; le voisinage est alors 
onstitu�e du pixel avant et du pixel arri�ere (voir Figure 3.2). On d�e�nit laPage 14/32
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Fig. 3.3 { Les huit dire
tions posiblesprobabilit�e 
onditionnelle pour le mod�ele sur son voisinage parP (Xs j fXr 2 V (d)(s)g) = P (Xs j m(d)s )= 1ZV (d)(s) exp��(d)0� Xr2V (d)(s)(Xs �Xr)2 + �(d)(Xs � �)21A� N  2m(d)s + ��(d)2 + �(d) ; 12�(d)(2 + �(d))!o�u m(d)s d�esigne la moyenne des deux voisins du site s, et � = 1T , � et � sont les param�etres du mod�ele. Ladire
tion, qui d�etermine le voisinage, est not�ee (d). La probabilit�e 
onditionnelle suit une loi normale.Prenons 
omme exemple le mod�ele qui prend en 
ompte les voisins de droite et de gau
he, 
'est-�a-dire lesite �a l'est et 
elui �a l'ouest. La dire
tion 
hoisie est alors (E/O). La probabilit�e 
onditionnelle lo
ale s'�e
rit :P �XsjXr 2 V (d=O=E)s � = P �Xsj12(X(O) +X(E))�Le param�etre que l'on va extraire est la varian
e 
onditionnelle :�2 = 12�(2 + �)Estimation des param�etresIl s'agit d'estimer la varian
e �2.Anne Lorette estime les param�etres de texture, les varian
es 
onditionnelles lo
ales, en utilisant lam�ethode des ((queues de 
om�etes)). Cette m�ethode, fond�ee sur l'estimation des matri
es des probabilit�es
onditionnelles, a �et�e propos�ee pour la premi�ere fois par Xavier Des
ombes dans [7℄, puis d�etaill�ee dans[8, 9℄. La m�ethode 
onsiste �a estimer la matri
e des probabilit�es 
onditionnelles dans une fenêtre glissante,
entr�ee sur le pixel Xs. Il faut que la taille de la fenêtre soit assez grande pour avoir des r�esultats �ables,et assez petite pour �eviter les m�elanges de texture. Pour 
haque position de la fenêtre (don
 pour 
haquepixel), on estime la varian
e 
onditionnelle lo
ale �a partir de la matri
e des probabilit�es 
onditionnelles.Anne Lorette dispose ainsi d'un mod�ele qu'elle sait estimer, sur un voisinage restreint �a deux voisins.Param�etre �nalOn sait maintenant, grâ
e au mod�ele �a deux voisins pr�esent�e 
i-dessus, 
onstruire une valeur pour unedire
tion donn�ee. Anne Lorette propose alors de 
onstruire les valeurs pour un mod�ele appliqu�e dans 
ha
unedes huit dire
tions pr�esent�ees dans la rose des dire
tions (voir Figure 3.3).Le voisinage V (d)s d'un pixel s reste 
ompos�e de ses deux plus pro
hes voisins dans la dire
tion d 
onsid�er�ee,un voisin devant, un voisin derri�ere. On peut alors se repr�esenter le mod�ele global 
omme un voisinage nonstandard (ni 4, ni 8 
onnexe) autour de 
haque site, 
e qui est une originalit�e int�eressante. On 
onstruit enfait huit mod�eles 1D pour 
haque pixel. Page 15/32



Rapport de stage de DEA ArianaOn rappelle que le but �nal est de trouver un indi
e de texture r�epondant fortement aux zones urbaines.Pour 
ela, Anne Lorette a 
hoisi de 
onstruire huit temp�eratures pour 
haque pixel, dans huit dire
tionsdi��erentes. Cependant, 
omme les voisinages ne sont pas isotropes, elle introduit aussi une �etape de norma-lisation, en pond�erant la valeur de 
haque mod�ele mono-dire
tionel, pour prendre en 
ompte les distan
esaux voisins, qui est une des valeurs suivantes : 1, p2, ou p5. On peut alors 
omparer les huit valeurs entreelles.L'hypoth�ese de base est que la zone urbaine r�epond fortement au mod�ele pr�esent�e 
i-dessus dans toutesles dire
tions. Cependant, prendre le max des valeurs, la moyenne, ou le min, ne donne pas de r�esultatsatisfaisant. En fait, les huit valeurs extraites �etant plus ou moins grandes, et sensibles �a d'autres �el�ementsque la ville, Anne Lorette a propos�e de ne garder 
omme valeur �nale que la moyenne des valeurs m�edianes,ie 12 (p4 + p5), o�u les valeurs pi; i 2 1 : : : 8 sont les param�etres extraits, tri�es par ordre 
roissant de valeur.Elle obtient ainsi une 
arte de valeurs, o�u il n'y a qu'un indi
e de texture urbaine pour 
haque pixel.Les images de valeurs d'Anne Lorette repr�esentent une fon
tion qui, �a 
haque pixel, asso
ie un r�eelpositif. L'image de 
ette fon
tion est un 
andidat possible �a l'entr�ee de l'algorithme de rapport de 
oût surles graphes. En 
ombinant les deux m�ethodes, on esp�ere trouver les di��erentes r�egions de l'image originale,qui devraient 
orrespondre �a des villes. On tirera pro�t du fait que la r�eponse est 
onstruite pour quel'intensit�e la plus forte soit situ�ee sur les zones urbaines.3.3 M�ethodes variationellesJe vais maintenant pr�esenter les m�ethodes variationnelles. Dans une premi�ere partie, je m'atta
herai �adonner le 
adre exa
t du probl�eme �a r�esoudre. Je donnerai ensuite deux m�ethodes employ�ees habituellementpour faire varier les 
ontours. Ensuite, je pr�esenterai quelques m�ethodes utilis�ees pour a

�el�erer les di��erents
al
uls. Pour �nir, je montrerai quelle a �et�e l'appro
he que j'ai employ�ee pour 
al
uler la for
e, d�ependantd'une �energie sous forme de rapport de 
oûts.3.3.1 CadreA�n de r�ealiser une segmentation d'image, on souhaite trouver une 
ourbe � qui d�etermine une r�egion 
dans une image. Cette 
ourbe doit r�epondre �a des 
rit�eres, qui sont les �el�ements donn�es par la mod�elisationdu ph�enom�ene. Pour la segmentation bas�ee sur les 
ontours, on 
onsid�erera 
ommme meilleure une 
ourbequi passe aux pixels dot�es de forts gradients, tandis que pour la segmentation bas�ee sur la texture, on pourra
onsid�erer un 
rit�ere bas�e sur une r�egion autour de 
haque pixel.Pour d�eterminer la 
ourbe \meilleure" que les autres, on peut donner un 
rit�ere de qualit�e �a 
haque
ourbe possible, et tenter de maximiser 
e 
rit�ere. La question qui se pose est alors : 
omment trouver 
ette
ourbe, plus satisfaisante qu'une autre ? On se propose de le faire en faisant �evoluer au 
ours du temps une
ourbe initiale. On 
al
ule la qualit�e de la 
ourbe 
ourante, puis on lui applique une transformation, enesp�erant que la 
ourbe suivante est plus pro
he de l'obje
tif que l'on s'est �x�e. Dans le 
adre des m�ethodesvariationnelles, 
ette �evolution est d�etermin�ee en 
haque point du 
ontour par une for
e d�ependant de lamod�elisation des ph�enom�enes re
her
h�es, et fon
tion de la lo
alisation de la 
ourbe sur l'image. Si l'on gardel'exemple de la segmentation bas�ee sur le gradient, on fera bouger un point situ�e sur un faible gradient,tandis qu'un point sur un fort gradient subira une for
e beau
oup moins importante.On se trouve ave
 plusieurs points diÆ
iles, qui doivent être r�esolus :� Expression du 
rit�ere de qualit�e pour 
haque 
ourbe possible� Dis
r�etisation d'un s
h�ema 
ontinu (les mod�eles sont habituellement 
ontinus, tandis que l'on se trouveen pr�esen
e d'images dis
r�etes)� Expression de la for
e qui pousse 
haque point de la 
ourbe� 
onstru
tion de l'�evolution de la 
ourbe, en fon
tion de la for
e� Crit�ere d'arrêt de l'�evolutionL'expression du 
rit�ere de qualit�e, et sa d�erivation sous forme de for
e en 
haque point, est d�ependant duPage 16/32



Rapport de stage de DEA Arianaprobl�eme que l'on souhaite r�esoudre. On pr�esentera plutôt dans 
ette partie 
omment 
onstruire les 
ourbes�a partir d'une 
ourbe initiale. Les deux m�ethodes prin
ipales seront pr�esent�ees, nomm�ement \BoundaryValue Problem" et \Initial Value Problem". La dis
r�etisatisation sera alors �evoqu�ee, puis je terminerai 
e
hapitre par quelques a

�el�erations possibles, au niveau algorithmique.3.3.2 \Boundary Value Problem"Si la for
e qui d�epla
e la 
ourbe est de signe 
onstant, on peut d�e�nir le probl�eme 
omme le tempsd'arriv�ee en 
haque point de l'onde de propagation du ph�enom�eme. On peut voir 
ela 
omme une ondesismique, qui donne un temps d'arriv�ee aux points du plan, �a partir d'une 
ourbe de d�epart initial, qui peutêtre vue 
omme la zone de d�epart du feu, selon une autre analogie. On mod�elise alors le probl�eme par unensemble Init de points de d�epart, tels que T (Init) = 0, et une �equation d'�evolutionjrT j F = 1 (3.8)Le temps d'arriv�ee au point p est T (p). Si l'on s'int�eresse �a la 
ourbe form�ee par l'onde au temps t, ilfaut isoler la 
ourbe �(t) = fp 2 
 j T (p) = tg.Malgr�e la limitation du signe 
onstant de la for
e F , 
ette appro
he est int�eressante 
ar elle admet unalgorithme de r�esolution tr�es rapide : \Fast Mar
hing" (voir 3.3.6). On s'en sert pour 
al
uler une fon
tiondistan
e, lorsque F = 1, la fon
tion distan
e �etant une fon
tion asso
iant un r�eel �a 
haque point du plan, ladistan
e de 
e point au bord de la 
ourbe initiale.3.3.3 \Initial Value Problem"On peut 
hanger la perspe
tive du probl�eme en rajoutant une dimension. La 
ourbe, que l'on fait �evoluer,peut être vue 
omme le niveau 0 d'une surfa
e de dimension sup�erieure. Cette surfa
e �evolue ave
 le temps,et la 
ourbe �evolue alors 
omme le niveau 0 de 
ette surfa
e. Plus formellement, on se donne une surfa
e� : 
 � R ! R, et on d�e�nit �a 
haque instant t la 
ourbe sur l'image 
omme �etant l'ensemble des points�(t) = fp 2 
 j �(p; t) = 0g.On souhaite alors obtenir une �equation d'�evolution, qui nous d�e
rit pr�e
is�ement la surfa
e �. En e�et,on ne dispose, au d�epart, que de la 
ourbe de niveau 0 initiale, fp 2 
 j �(p; 0) = 0g, ainsi que de la for
equi pousse la 
ourbe. On doit don
 
onstruire les valeurs de � pour les points qui ne font pas partie de la
ourbe, puis �etendre la fon
tion dans le temps.Lorsque l'on souhaite d�e�nir � sur tout l'ensemble 
, on ne dispose que de la position du niveau z�ero.On peut �etendre les valeurs de �0 �a l'ensemble 
 tout entier en utilisant l'algorithme \Fast Mar
hing" (voir3.3.6), qui est parfaitement adapt�e �a 
ette tâ
he, en r�esolvant jr�j = 1, 
e qui 
orrespond �a 
onstruire ladistan
e eu
lidienne.Pour l'extension dans le temps, 
onsid�erons la traje
toire �(t) d'un point de la 
ourbe. Par traje
toired'un point, on entend la suite des positions su

essives au 
ours du temps de 
e point, qui est toujours unpoint de la 
ourbe du niveau 0 de �. Par 
onstru
tion,� (�(t); t) = 0En d�erivant 
ette expression, on obtient �t +r�(�(t); t) � �0(t) = 0En posant F = �0(t) � n et n = r�jr�jon se retrouve ave
 la formulation de Osher et Sethian [25℄ :�t + F jr�j = 0 (3.9)Page 17/32
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tion initiale �(p; 0) �etant donn�ee.Il reste �a expliquer 
omment r�esoudre 
e probl�eme dans le 
as dis
ret, et quelles sont les am�eliorationspossibles.3.3.4 S
h�ema de dis
r�etisationDans la suite, la notation fnij 
orrespond �a f(i; j; n).On s'est pos�e des probl�emes �a r�esoudre dans le domaine 
ontinu, en les �e
rivant 
omme des �equationsaux d�eriv�ees partielles. Cependant, on ne peut pas travailler en 
ontinu pour la r�esolution, par manque demoyens te
hniques, et aussi par
e que la donn�ee initiale (une image), est d�ej�a un objet dis
ret. On s'int�eressedon
 �a des m�ethodes d'analyse num�erique, qui proposent des solutions appro
h�ees et dis
r�etes au probl�eme
ontinu. Par exemple, on propose le 
al
ul de la fon
tion �, qui d�epend du temps, en dis
r�etisant le temps(on 
al
ule �n, o�u n 2 ft1; t2; : : :g d�e
rit le temps), ainsi qu'en prenant une grille de points repr�esentantl'image : au lieu de 
al
uler �(a; n), pour a 2 
, on se 
ontente de 
al
uler �(i�x; j�x; n), o�u (i; j) 2 N2 .Dans 
ette partie num�erique, je ne pr�esente que les �equations qui permettent de r�esoudre les �equationsdi��erentielles en 2 dimensions. Le le
teur se r�ef�erera �a [33℄ pour l'extension des 
al
uls �a d'autres espa
es.On a d'abord besoin de 
al
uler plusieurs d�eriv�ees. Comme l'information autour du pixel qui nous int�eressen'est pas toujours disponible, il faut ruser pour trouver la d�eriv�ee qui donnera le moins d'erreur.D+xu � u(x+�x; y; t)� u(x; y; t)h (3.10)D�xu � u(x; y; t)� u(x��x; y; t)h (3.11)D+yu � u(x; y +�y; t)� u(x; y; t)h (3.12)D�yu � u(x; y; t)� u(x; y ��y; t)h (3.13)Ces d�e�nitions de d�eriv�ee permettent de 
al
uler les �evolutions des points, en ne se basant que sur del'information dont on est sûrs. Par exemple, si le front \avan
e", on voudra utiliser une �e
riture \ba
kward",(D�), aussi appel�e \upwind s
heme".3.3.5 \Extension Velo
ities"Cette m�ethode est pr�esent�ee dans le livre de Adalsteinsson et Sethian [1℄. On souhaite �etendre la for
e Fde l'�equation 3.9 �a une for
e d�e�nie sur tout le domaine 
. En e�et, il est possible que F ne soit signi�
ativeque sur le 
ontour. Par exemple, si la for
e en 
haque point du 
ontour d�epend d'une int�egrale sur 
e
ontour, 
omment doit-on d�e�nir la for
e ailleurs ? On a, 
ependant, besoin de la for
e sur tout le domainepour 
al
uler les variations de � en 
haque point, pas uniquement sur la 
ourbe de niveau 0. On doit don

al
uler une extension Fext d�e�nie sur l'ensemble 
 qui v�eri�e� Fext = F aux points v�eri�ant � = 08a 2 
;�(a) = 0) limx!a Fext(x) = F (a) (3.14)On se propose de 
onstruire la fon
tion Fext telle que si la fon
tion � v�eri�e jr�j = 1, alors 
al
uler lafon
tion � �a l'instant d'apr�es ne perturbe pas 
e gradient unitaire. Il faut r�esoudrerFext � r� = 0 (3.15)La strat�egie est alors la suivante :� On se donne une fon
tion �(�; t), t un instant donn�e, dont on n'utilise qu'une petite partie : la positiondu niveau 0. Page 18/32



Rapport de stage de DEA Ariana� Construire une distan
e �temp(�; t) autour du niveau z�ero donn�e pr�e
�edemment. On souhaite r�esoudre� 8a 2 
;�(a; t) = 0) �temp(a; t) = 0jr�tempj = 1 (3.16)La m�ethode \Fast Mar
hing" (voir 3.3.6) est bien appropri�ee.� Construire Fext grâ
e �a l'�equation (3.15).� On peut alors 
onstruire la fon
tion �(�; t+�t) par l'�equation aux d�eriv�ee partielles (3.9).On a ainsi une m�ethode pour 
onstruire la version dis
r�etis�ee de la fon
tion � sur tout son domaine. Ce
al
ul a �et�e rendu possible par l'extension d'une for
e donn�ee uniquement sur le 
ontour, for
e que l'on aalors �etendu �a tout le domaine 
.3.3.6 \Fast Mar
hing"Cette m�ethode algorithmique est aussi d�e
rite dans le livre de Sethian [33℄. On souhaite r�esoudrel'�equation Eikonale (3.8). On peut utiliser l'approximation num�erique suivante :qmax(D�xij T;�D+xij T; 0)2 +max(D�yij T;�D+yij T; 0)2 = 1Fij (3.17)La 
l�e de l'algorithme de \Fast Mar
hing" r�eside dans le tri des valeurs �a mettre �a jour. En e�et, 
ommeon utilise une m�ethode \upwind", il suÆt de propager l'information des petites valeurs aux grandes. Celanous permettra d'être 
ertains de ne pas avoir besoin de revenir sur des valeurs d�ej�a 
al
ul�ees. On peut
lasser les valeurs des pixels, selon que les valeurs sont a

ept�ees, �a l'essai, ou in
onnues. Plus pr�e
isement,on applique l'algorithme suivant :Fast Mar
hing()1 ACCEPTE = 
ourbe initiale2 ESSAI = voisins(ACCEPTE)3 INCONNU = 
�ESSAI �ACCEPTE4 tant que ESSAI 6= ; faire5 Choisir a 2 ESSAI le point de valeur T minimum6 ACCEPTE = ACCEPTE [ a7 ESSAI = ESSAI � a8 pour tous les voisins v de a faire9 si v =2 ACCEPTE alors10 resoudre (3.8) pour v11 si v =2 ESSAI alors12 ESSAI = ESSAI [ v13 INCONNU = INCONNU � vOn voit que la 
l�e de l'eÆ
a
it�e de 
et algorithme r�eside dans la re
her
he du pixel ave
 T minimal. Celapeut se faire en utilisant un tas. Le tas 
onsid�er�e est un arbre binaire 
omplet, o�u le p�ere est toujours devaleur T inf�erieure �a ses �ls. On insere et enl�eve des �el�ements �a 
ette stru
ture en O(M), o�uM est le nombred'�el�ements dans le tas. On voit don
 que visiter 
haque pixel une fois suÆt pour 
al
uler son temps d'arriv�ee.On peut mettre 
et algorithme en parall�ele ave
 l'algorithme de Dijkstra. Ils sont bas�es sur la même id�ee,qui 
onsiste �a �xer la plus petite valeur, puis mettre �a jour ses voisins. Cependant, \Fast Mar
hing" garde leprin
ipe de l'�equation aux d�eriv�ees partielles sous-ja
ente, 
e que ne permet pas l'algorithme de Dijkstra.3.3.7 Dis
r�etisation du \Initial Value Formulation"Sethian propose dans son livre [33℄ d'utiliser le s
h�ema suivant :�n+1ij = �nij ��t[max(Fij ; 0)r+ +min(Fij ; 0)r�℄ (3.18)o�u on a pris r+ =qmax(D�xij ; 0)2 +min(D+xij ; 0)2 +max(D�yij ; 0)2 +min(D+yij ; 0)2 (3.19)Page 19/32



Rapport de stage de DEA Arianar� =qmax(D+xij ; 0)2 +min(D�xij ; 0)2 +max(D+yij ; 0)2 +min(D�yij ; 0)2 (3.20)Pour simpli�er, j'ai laiss�e les op�erateurs D sans les appliquer �a la fon
tion. Cette �e
riture est bas�ee sur lera

our
i D�ij � D��nij .Comme on ne veut pas que le front de propagation traverse plus de deux 
ases �a la fois, on impose quemax
 F�t � �x (3.21)Ce
i doit être v�eri��e en tous les points que l'on met �a jour, pas uniquement sur le niveau 0. On pourra, dansla mise en �uvre, v�eri�er rapidement en par
ourant les pixels que 
ette 
ondition est bien v�eri��ee. Sinon,on 
hoisira un �e
hantillonage du temps plus petit.3.3.8 Bande �etroiteCette id�ee pour obtenir une vitesse de 
al
ul plus grande est appel�ee \Narrow band" en anglais. Le butest d'a

�el�erer le 
al
ul it�eratif de la fon
tion �. On 
onstate que, pour 
haque temps t, on met �a jour 
haquepoint, y 
ompris 
eux situ�es tr�es loin de la 
ourbe de niveau 0. L'id�ee 
onsiste don
 �a 
onstruire une bandeautour de la 
ourbe de niveau 0, et d'ignorer les points qui n'en font pas partie, en 
onsid�erant qu'ils sonttrop �eloign�es.Plus pr�e
isement, on g�ele les valeurs au bord de la bande, en indiquant qu'il faut arrêter les it�erationslorsqu'un de 
es pixels est atteint. Cela se produit lorsque la 
ourbe de niveau 0 passe par un de 
es points.Il faut alors re
onstruire la bande (r�einitialiser). On re
al
ule les valeurs de F pour la nouvelle bande, bandequi a �et�e re
onstruite autour de la derni�ere position 
onnue du niveau 0, lorsqu'un pixel gel�e a �et�e atteint.On doit 
hoisir la largeur de la bande. Une largeur in�nie 
orrespond �a prendre toute l'image, on met�a jour tous les pixels, le pro
essus n'est don
 pas a

�el�er�e. A l'oppos�e, une largeur d'un pixel oblige �ar�einitialiser �a 
haque it�eration. Un bon 
ompromis, di
t�e par l'exp�erien
e, 
onsiste �a prendre une largeur de6 pixels autour de la 
ourbe de niveau z�ero.Une variante �a 
ette m�ethode 
onsiste �a 
hoisir la largeur de la bande en fon
tion de la valeur de la for
eF . Ainsi, si la for
e lo
ale est faible, la 
ourbe ne bougera pas vite, on peut don
 utiliser une largeur �etroite,tandis que lorsque la for
e est lo
alement importante, la 
ourbe bougera plus vite, il faut in
lure plus depoints, don
 faire un bande plus large autour de 
e point-l�a.Une autre variante propose d'ajouter des points �a la bande, lorsque les points sur le bord passent sousun 
ertain seuil (j�j < �1). Sym�etriquement, on enl�eve les points qui ont une valeur trop grande (j�j > �2).3.3.9 Energie 
omme rapport d'�energieOn se rappelle que l'on souhaite trouver la for
e gouvernant l'�evolution de la 
ourbe, 
e
i �a partir de laseule donn�ee de l'�energie. L'�energie d�e
rit la qualit�e de la 
ourbe 
onsid�er�ee. A �energie faible (voir n�egative),\bonne" 
ourbe.Pour notre travail, nous introduirons l'�energie �a minimiser sous la forme d'un rapport d'�energie. Cetteappro
he est novatri
e, 
ar habituellement, plusieurs �energies sont 
ombin�ees lin�eairement, ave
 l'introdu
tiond'un param�etre. En utilisant le rapport, on peut mettre en 
on
urren
e deux �energies sans devoir attribuerde 
oeÆ
ient de pond�eration.Pour retrouver l'�evolution �a partir de l'�energie, la m�ethode habituelle 
onsiste �a d�eriver l'�energie, pourobtenir les �equations d'�evolution : E(
) = Z F [
; I ℄Page 20/32



Rapport de stage de DEA ArianaÆEÆ
(t) = G[
(t); 
0(t); 
00(t); I ℄Cette d�eriv�ee nous indique dans quel sens la modi�
ation est la plus grande. En e�et, dans la dire
tion dugradient, la variation d'�energie est la plus importante. On a don
 les �el�ements n�e
essaires pour faire unedes
ente de gradient.La variation d'�energie ne d�epend habituellement que d'�el�ements lo
aux 
omme la valeur des quelquespixels sous-ja
ents, de la tangente �a la 
ourbe, ou du rayon de 
ourbure. Par 
ontre, dans le 
adre de rapportsd'�energies E(
) = E1(
)E2(
) ;on se retrouve dans l'�equation d'�evolution ave
 des termes d�ependant de tous les points de la r�egion, ainsique d'autres d�ependant du 
ontour. Cela va pr�esenter une diÆ
ult�e suppl�ementaire, et surtout un temps de
al
ul a

ru. Avant de montrer 
omment on d�erive l'�energie, pour obtenir l'�evolution du 
ontour, je pr�esentedeux r�ef�eren
es 
on
ernant des �energies qui ont la même diÆ
ult�e de n�e
essit�e d'un 
al
ul global pour lesd�epla
ements lo
aux.Dans le 
adre des int�egrales sur toute la r�egion, Jehan-Besson et al. ont propos�e [13℄ des �energies tenant
ompte de l'int�erieur de la r�egion (moyenne). Ce genre d'information pourrait être in
lu dans le num�erateurd'une �energie.On pourra aussi se r�ef�erer aux travaux de Marie Ro
hery [31℄. Elle propose de regarder des �energiesquadratiques, 
'est-�a-dire s'�e
rivant sous forme d'int�egrale double sur le 
ontour. Elle obtient alors une for
equi s'�e
rit 
omme un int�egrale sur le 
ontour, et qui d�epend de l'intera
tion entre le point 
ourant et tousles autres points du 
ontour.D�erivation de l'�energieOn pourra trouver des justi�
ations dans l'arti
le [13℄.Notations :� N est le ve
teur orthogonal au 
ontour �, dirig�e vers l'int�erieur de la 
ourbe,� v est la vitesse de la 
ourbe au point 
onsid�er�e.� � est le rayon de 
ourbure au point de la 
ourbe,� = x0y00 � y0x00(x02 + y02)3=2On part de E = E1E2 (3.22)La d�eriv�ee de 
ette fra
tion est (on note �E�� = E0)E0 = E01 �E2 �E1 � E02(E2)2 (3.23)Si les �energies s'�e
rivent sous forme d'int�egrales sur la r�egion et sur le 
ontourE1 = ZZ
 f(x; y)dxdy (3.24)E2 = Z� g(s)ds (3.25)leurs d�eriv�ees s'�e
rivent E01 = ZZ
 f 0 � Z� f(v �N) (3.26)Page 21/32



Rapport de stage de DEA ArianaE02 = Z�(�g�+rg �N)(v �N) (3.27)(le premier terme de E01est nul, 
ar la fon
tion f ne d�epend pas du temps �). On peut alors �e
rire l'�equationd'�evolution sous la formeE0 = � R� g R� f(v �N)� RR
 f R�(�g�+rg �N)(v �N)(R� g)2 (3.28)On le r�e�e
rit en fa
torisant le terme (v �N) et l'int�egrale sur le 
ontour :E0 = �R� �(R� g)f + (RR
 f)(�g�+rg �N)� (v �N)(R� g)2 (3.29)Puis on se rappelle que le but est de trouver v 
omme �etant le ve
teur qui maximise �0. La partie d'�evolutiondu 
ontour est don
 le terme de l'int�egrale, moins le (v �N) :�0 = (R� g)f + (RR
 f)(�g�+rg �N)(R� g)2 (3.30)On remarque que 
omme annon
�e pr�e
�edement, on garde des int�egrales dans la for
e d'�evolution du
ontour. On pourra 
ependant se 
ontenter de 
al
uler 
es quantit�e qu'une seule fois par 
ontour, et �eviterde les re
al
uler lors du 
al
ul de la for
e en 
haque point.
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Chapitre 4Appli
ation et 
omparaisonLes deux te
hniques, �a savoir la m�ethode employant les graphes, et 
elle utilisant les m�ethodes varia-tionnelles, ont �et�e implant�ees lors du stage. Je pr�esenterai dans 
ette partie quelques d�etails te
hniques
on
ernant l'implantation proprement dite, avant de passer �a la 
omparaison des m�ethodes. J'ai employ�e lesmêmes images pour pouvoir avoir une base solide de 
omparaison.On rappelle que l'on utilise l'algorithme de rapport de 
oûts pour extraire des r�egions d'une image, lare
her
he �etant dans le 
hoix de fon
tions pour d�e
rire les 
omportements que l'on souhaite voir ressortir del'image. Ce
i est valable dans les deux 
as de �gure, que 
e soit pour le variationnel ou le graphe.4.1 Mise en �uvre des graphesOn part d'un probl�eme sur une image, �a savoir en extraire une r�egion satisfaisant le minimum d'une�energie donn�ee sous forme de rapport de 
oût. On doit alors plonger le probl�eme sur un bi-graphe repr�esentantl'image originale, r�esoudre le probl�eme et 
alquer le r�esultat sur l'image.Il est fa
ile de projeter des images dire
tement sur une grille : on 
onstruit un graphe dont les sommetssont les 
oins des pixels, et les arêtes les bords des pixels. Les deux fon
tions f et g sont i
i utilis�ees pour
onstruire les poids � , et � respe
tivement, poids attribu�es aux arêtes du bi-graphe. On se r�ef�erera �a la partie3.1.4 ainsi qu'aux �equations 3.3 et 3.5 pour la m�ethode employ�ee.On int�egre la valeur du niveau de gris des pixels pour 
onstruire la fon
tion �, tandis que la fon
tion �est la distan
e entre deux noeuds (en 8-
onnexit�e, � 2 f1;p2g). Lorsque que l'arête se trouve sur le 
ontourd'une r�egion, on souhaite qu'elle appartienne au 
y
le qui sera �nalement extrait. Il faut don
 
onstruirela fon
tion g telle qu'elle ait des petites valeurs sur un 
ontour, tandis que la fon
tion f aura des grandesvaleurs dans la r�egion, de telle sorte que la somme de la fon
tion v sur le 
y
le prenne une grande valeur.J'ai �e
rit int�egralement le 
ode r�ealisant 
es op�erations en JAVA. Le 
hoix de 
e langage re
�ete une enviede m'en servir pour d�evelopper enti�erement une appli
ation. On pourrait aussi 
iter les arguments habituelsqui sont la portabilit�e et les librairies standard. Cependant, j'ai �et�e tr�es d�e�
u par la vitesse d'ex�e
ution, quimet parfois plus d'une demi-heure1, sur des images de dimensions r�eduites (100x100).4.2 Mise en �uvre de l'appro
he variationnellePour 
ette appro
he, je b�en�e�
iais de tout un 
adre th�eorique solidement bâti et bien 
onnu, la seule
hose �a modi�er �etant l'expression de l'�energie, d'apr�es l'�equation 3.30. J'ai don
 utilis�e un 
ode sur les\level sets" d�ej�a �e
rit, en n'ayant que l'expression de la for
e �a 
hanger. Je me suis servi du 
ode C++ deMarie Ro
hery. Une toute petite �etape de nettoyage a �et�e n�e
essaire (son 
ode, utilis�e pour des �energiesquadratiques, 
ontient des 
al
uls d'int�egrales sur le 
ontour entier pour 
haque point du 
ontour - 
f [31℄pour plus de d�etails).1Les temps sont mesur�es sur un pro
esseur �a 2GHz 23



Rapport de stage de DEA Ariana

Fig. 4.1 { Extra
tion de r�egionsEn partant d'une fon
tion �, son 
ode permet de� retrouver les points du 
ontour, et la r�egion asso
i�ee� 
al
uler les quantit�es n�e
essaires au 
al
ul de la for
e (
ourbure, ve
teur normal, . . . )? 
al
uler la norme de la for
e �a appliquer, pour 
haque point du 
ontour� �etendre 
ette for
e d�e�nie sur le 
ontour �a tous les points du plan� faire �evoluer la fon
tion � selon la for
e �etendueEn initialisant la fon
tion �, par exemple par une ellipse, on obtient le 
omportement d'un 
ontour a
tifhabituel. La partie qui demandait une r�eelle modi�
ation a �et�e (?). Comme je n'ai eu �nalement que tr�es peude modi�
ations �a faire, j'ai pu tr�es vite 
ommen
er �a �etudier le 
omportement de la for
e que l'on propose.4.3 Comparaison sur des images synth�etiques4.3.1 M�ethode sur les graphesOn obtient de bons r�esultats (voir �gure (4.1) en prenantf = jrI j g = 1o�u jrI j est le gradient de l'intensit�e de l'image synth�etique I de d�epart. En e�et, 
ela 
orrespond �a at-tribuer une forte valeur aux 
ontours. La r�egion �a l'int�erieur des 
ontours est don
 
hoisie 
ar in
lure lesbords augmente la valeur absolue de l'�energie, tandis qu'aller au-del�a augmente la longueur sans ajouter aunum�erateur, 
e qui a pour r�esultat de faire diminuer la valeur absolue. Prendre le gradient pour f 
orrespond�a avoir pris 
omme fon
tion initiale le Lapla
ien, �I . En e�et, 
ela vient de l'�equation 3.4 qui lie la fon
tionf au 
hamp de ve
teur v.On 
onstate que la m�ethode mar
he bien pour extraire les 
ontours, 
e qui est le r�esultat attendu (voir�gure (4.1)). Dans 
et exemple, l'algorithme a �et�e exe
ut�e plusieurs fois, a�n d'extraire plusieurs objets del'image.De plus, on voit que le mod�ele est bien adapt�e aux r�egions en longueur. Par exemple, les queues ne sontPage 24/32
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Fig. 4.2 { Extra
tion des r�egions, bords 
ous
Fig. 4.3 { Original et remplissage du 
hatpas 
oup�ees, et font partie de la r�egion extraite de l'image 4.4. Même lorsque les 
ontours ne sont pas tr�es
lairs, l'algorithme prend quand même la partie importante de la r�egion : le r�esultat visuel est satisfaisant(�gure 4.2).4.3.2 M�ethode variationnelleOn a d'abord pris les mêmes fon
tions :f = �j�I j g = 1I
i en
ore, on favorise les r�egions o�u le gradient est important, en ajoutant un terme de longueur pouravoir des r�egions au p�erim�etre raisonnable. Cependant, on a i
i un e�et �etonnant : toutes les zones 
on
avesd'une image sont gomm�ees. Ce
i s'explique par le fait que les zones sans gradient, ie les zones plus lisses, nesont pas p�enalis�ees, et 
ontribuent de 0 �a la double int�egrale sur la r�egion. Don
 sur 
ette int�egrale, rajouterou non des pixels blan
s ne 
hange stri
tement rien. Cepenadnt, il reste le terme du d�enominateur. Celui-
itend vers les r�egions �a 
ourt p�erim�etre. Or les 
on
avit�es rajoutent de la longueur, tandis que le ligne droitequi traverse la zone 
on
ave est bien plus 
ourte. C'est l'e�et qu'on peut observer sur l'exemple du 
hat (voirFigure 4.3) : les zones au-dessus de la queue, et autour des mousta
hes, sont 
ombl�ees. J'insiste sur le fait que
e r�esultat vient de la m�ethode, qui ne trouve qu'un minimum lo
al. Dans 
e 
as-
i, l'�energie doit d'abordaugmenter, en atteignant les bords de la 
on
avit�e, avant de d�e
rô�tre, et de d�epasser la valeur pr�e
�edente,lorsque tout le 
ontour est bien extrait.La 
onstru
tion brutale de la m�ethode variationnelle n'est don
 pas satisfaisante. On essaie don
 ded�evaloriser (ave
 un param�etre �a d�eterminer) les zones ext�erieures, en a�e
tant un poids positif aux pixelsde dehors (Figure 4.4). Page 25/32
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Fig. 4.4 { M�ethode du graphe et variationnelle
Fig. 4.5 { Artefa
t pour � trop importantf = � � si rI = 0�j�I j sinon g = 1Le param�etre � vient i
i pond�erer la 
ontribution de rejet des pixels que l'on peut 
onsid�erer 
ommemauvais. Il d�e
rit �a quel point un pixel de l'ext�erieur est �a ex
lure. Si 
e param�etre est trop fort (parexemple 100 fois le gradient maximal), on obtient des artefa
ts (Figure 4.5). S'il n'est pas assez important,on 
orrige, mais pas assez, l'e�et de remplissage des 
on
avit�es. On voit bien 
et e�et sur la Figure 4.4o�u la queue n'est pas bien segment�ee. Il faut don
 trouver la juste mesure. Une �etude du 
omportementde l'algorithme serait bienvenue, et permettrait sûrement de d�eterminer automatiquement 
e param�etre, enfon
tion de l'image d'entr�ee.4.4 Appli
ation �a des images de t�el�ed�ete
tion4.4.1 Donn�ees brutesSi l'on entre dire
tement dans l'algorithme les valeurs des varian
es 
onditionnelles donn�ees par lam�ethode d'Anne Lorette (que l'on notera �), la r�egion qui est invariablement trouv�ee est l'image enti�ere.En e�et, les valeurs des pixels sont trop grandes par rapport �a la longueur d'une arête du graphe. Commele mod�ele initial, qui ne 
omporte pas de param�etre, ne permet pas de trouver de r�egion dans les donn�eesfournies, on est amen�es �a modi�er la fon
tion de proje
tion sur le graphe. On introduit des mod�eles plus
ompliqu�es, par exemple in
luant le gradient, pour esp�erer extraire les zones urbaines. Les premiers essaisont port�e sur la soustra
tion d'une 
onstante, 
e qui revient �a re
entrer les donn�ees, et sur une modi�
ationdu d�enominateur, en donnant �a 
haque arête une longueur d�ependant du gradient sous-ja
ent.4.4.2 Ajout d'une 
onstanteOn se rappele que le mod�ele est invariant �a la multipli
ation par un s
alaire, mais pas �a l'addition : lesr�esultats obtenus ave
 la fon
tion f ne sont pas for
�ement les mêmes que 
eux obtenus ave
 f + �, pour� 2 R. La premi�ere id�ee pour obtenir des resultats sur la sortie d'Anne Lorette est don
 de rajouter une
onstante. On obtient e�e
tivement des r�esultats di��erents, ave
 le meilleur �a l'oeil nu �etant f = � � 450.Mais 
ette valeur d�epend de l'image, et une m�ethode pour d�eterminer 
e param�etre devrait être envisag�eepour utiliser 
ette m�ethode. Cette fon
tion trop simpliste a don
 �et�e rejett�ee, 
ar bien qu'elle pr�esente unePage 26/32
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�ee par rapport aux donn�ees brutes, elle donnait des r�esultats en
ore trop loin de 
e qu'on �etait en droitd'esp�erer, ave
 en plus l'ajout d'un param�etre.Je pr�esente quelques r�esultats (voir Figure 4.6) pour l'ajout d'une 
onstante, 
ar ils sont int�eressantsdu point de vue du 
omportement de l'algorithme. Lorsqu'on ajoute 0 �a la fon
tion, on se retrouve ave
toute la r�egion. On essaie don
 ave
 d'autres valeurs, plus petites. On remarque que pour � < �400 on
ommen
e �a trouver une r�egion. Il semble y avoir une r�egion minimum vers �450, puis la r�egion re
ommen
e�a grandir, et �nit par englober �a nouveau toute l'image. En fait, 
omme l'ajout d'une 
onstante re
entreles donn�ees, on voit qu'il y a une \meilleure" valeur qui 
orrespond �a re
entrer les valeurs, de telle mani�ereque la 
ontribution des points ((ville)) soit r�eellement plus importante que 
elle des points extra-urbains. Ene�et, 
omme la valeur des points extra-urbain n'est pas for
�ement nulle, ils 
ontribuent quand même auxr�egions, et les prendre en 
ompte n'est pas mauvais au regard de l'algorithme, sauf si justement on re
entreles donn�ees. On remarque qu'ensuite enlever une trop grande valeur produit l'e�et mirroir. Les valeurs quel'on ne souhaite pas voir sont �a nouveau solli
it�ees, 
ar en 
hangeant l'orientation de la r�egion, la valeur estgrande �a nouveau pour des pixels extra-urbains.L'aspe
t tr�es 
arr�e du r�esultat vient de l'utilisation de la 4-
onnexit�e. Cela permet d'avoir un 
ontour quirespe
te la stru
ture des pixels sous-ja
ents de l'image, mais on perd 
ertaines am�eliorations qui pourraientêtre obtenues en arrondissant les 
oins.� = �200 � = �400 � = �410 � = �430
� = �450 � = �460 � = �485 � = �500

Fig. 4.6 { Di��erents valeurs de �, o�u f = �+ �4.4.3 Gradient de l'imageEn utilisant non pas la valeur de � brute, mais le gradient de l'image (f = jr�j), on se retrouve ave
des petites zones, 
ar 
ertaines r�egions (g�en�eralement au 
entre des villes) r�epondent tr�es fortement. Onn'obtient pas de plus grandes r�egions 
ar la m�ethode n'est pas biais�ee vers les r�egions de grande taille. On seretrouve plutôt ave
 les pi
s de la fon
tion �, qui sont entour�es de forts gradients dans toutes les dire
tions.Cette m�ethode n'est don
 pas satisfaisante, 
ar on ne re
her
he pas les 
entres des zones urbaines, mais leszones enti�eres, en soulignant la fronti�ere ave
 le non urbain (voir �gure 4.7).
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Fig. 4.7 { Une partie d'une image satellite, o�u on utilise uniquement le gradient de la fon
tion � pourextraire les zones urbaines4.4.4 Longueur d'une arête en fon
tion du gradientOn souhaite avoir un poids d'arête important sur le 
ontour. On essaie d'in
lure 
ette 
ontrainte dans led�enominateur. La fon
tion g = 1 agit 
omme un terme d'�elasti
it�e, en ress�erant la 
ourbe, mais ne tient pas
ompte du tout de l'image sous-ja
ente. Comme on 
her
he les bords de r�egions, et que sur le 
ontour d'uner�egion, le gradient a une valeur importante, on a 
hoisi pour la fon
tion du d�enominateurg = 1� + jrI j si jrI j � 1 alors g � 1 et �� � �si jrI j � 1 alors g � 1 et �� � 1La valeur de � 
hange en fait la 
ontribution relative d'un grand gradient par rapport �a un petit gradient.Pour � petit (pro
he de 1 par exemple), il y aura une grande variation dans les valeurs de � , tandis que pour� �egal au gradient moyen, on n'aura qu'une variation du simple au triple. Cependant, on se retrouve ave
 �anouveau des param�etres �a regler. Je ne pr�esente pas de r�esultats pour 
ette m�ethode, 
ar je n'ai pas en
oreeu le temps de bien regarder quels �etaient les r�eglages qui 
onvenaient le mieux.
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Chapitre 5Con
lusion et perspe
tivesNous avons propos�e un survol de l'�etude d'une �energie sous forme de rapport de 
oût dans 
e stagede DEA. Premi�erement, un algorithme de minimisation sur les graphes a �et�e impl�ement�e, pour être en-suite 
ombin�e �a une analyse de texture pour obtenir une extra
tion de zones urbaines �a partir d'imagesde t�el�ed�ete
tion. Ensuite, une appro
he variationnelle a �et�e propos�ee, pour obtenir une 
omparaison desr�esultats. Cependant, les deux m�ethodes se heurtent �a trop de simpli
it�e dans la mod�elisation. Comme onne propose qu'un 
adre de d�eveloppement d'�energie, sans s'attarder sur les �energies �a employer, on 
onstateque le probl�eme a simplement �et�e d�epla
�e. L'appro
he permet d'envisager de nouvelles mani�eres de 
ombinerles informations, mais ne donne pas de solution mira
le au probl�eme tr�es g�en�eral de la segmentation.Je vais don
 pr�esenter i
i les di��erents points diÆ
iles qui ont �et�es soulev�es, en essayant de donner despistes pour leur r�esolution.5.1 Immobilit�e de la 
ourbe variationnelleSupposons qu'�a un moment donn�e de l'�evolution de la 
ourbe, la r�egion s�el�e
tionn�ee ait une int�egrale quivaille z�ero : RRR f = 0. L'�energie est alors de z�ero. Si un petit d�epla
ement ne 
hange rien de 
ette int�egraledouble, qui vaut toujours z�ero, la 
ourbe va alors 
esser d'�evoluer. On a un plat dans l'�energie, dont onn'arrive pas �a sortir. On peut alors proposer de supprimer de tels 
as de �gure, o�u un plat empê
he la 
ourbed'�evoluer, en rajoutant un terme 
onstant �a 
haque pixel de l'image. La fon
tion f 
ontient alors un termed'aire, et sa minimisation revient �a 
hoisir une region de petite aire (pour une maximisation de l'�energie,on ajouterait un terme n�egatif). Ce terme permet d'assurer la poursuite de l'�evolution, mais introduis une
ontrainte sur la 
ourbe qui n'est pas for
�ement n�e
essaire.Ce probl�eme n'apparâ�t pas ave
 la m�ethode sur les graphe 
ar la solution trouv�ee est le minimum global,et on ne s'arrête don
 jamais dans des puits, ou sur des plateaux de l'�energie.5.2 Choix des fon
tions f et gToute la partie mod�elisation du probl�eme est report�e sur le 
hoix de f et de g. Ces fon
tions sontdire
tement reli�ees au r�esultat �nal, et leur 
onstru
tion n�e
essite de bien poser le mod�ele que l'on souhaiteimplanter.J'ai d'abord utilis�e des fon
tions tr�es simples (f = jrI j et g = 1), gouvernant uniquement en fon
tion dugradient de l'image sous-ja
ente. Malgr�e des r�esultats en
ourageants sur des images de synth�ese tr�es simples,on se heurte tr�es vite au probl�eme de la sensibilit�e au bruit. En e�et, un bruit impulsionnel 
r�e�e une r�egionminus
ule �a �energie tr�es n�egative. On a alors plusieurs solutions qui viennent �a l'esprit. On peut soit lisserl'image originale, 
e qui aura pour e�et d'�etaler 
es signaux impulsionnels. On peut aussi 
hoisir d'ex
lure 
espetits artefa
ts de la re
her
he de r�egions en 
on�gurant les fon
tion f et g pour n'a

epter que des r�egionsd'une 
ertaine taille. Par exemple, rajouter une 
onstante �a la fon
tion f permet de rajouter un terme d'aire,
e qui a pour e�et de privil�egier les grandes r�egions. En 
ontrebalan�
ant 
et e�et par une fon
tion g tendant29



Rapport de stage de DEA Arianavers des petites r�egions, on obtient un rapport que l'on peut biaiser plus ou moins en fon
tion de la tailleesp�er�ee.L'introdu
tion de plus d'�el�ements dans les fon
tions f et g permettrait sûrement de se rappro
her d'unesolution �a un probl�eme sp�e
i�que, mais on risque alors de se limiter �a une 
ertiane 
lasse de 
ourbe, enperdant de vue 
ertaines autres solutions moins �evidentes, mais aussi 
orre
tes.On a aussi vu que un des int�erêts de la m�ethode rapport de 
oût, 
ompar�e �a des m�ethodes plus standards,est la suppression d'un param�etre. Cependant, lors de notre �etude, nous nous sommes rendus 
ompte que
ela 
r�eait des e�ets ind�esirables sur les solutions trouv�ees. On a alors �et�e oblig�es de rajouter un param�etrepour supprimer la tendan
e �a lisser les zones 
on
aves.5.3 Crit�ere de qualit�eComme indiqu�e plus haut, on ne proposait pas une nouvelle solution �a un probl�eme donn�e. On proposaitplutôt un nouveau 
adre de d�eveloppement de nouvelles �energies qui elles r�esoudrait des probl�eme biensp�e
i�ques. Or rien n'a �et�e propos�e dans 
e 
adre l�a, 
e qui fait que 
hoisir une �energie plus qu'une autres'est fait sans r�eelle distan
e.On se retrouve don
 sans �e
helle pour mesurer la qualit�e de 
ette nouvelle appro
he. Il faudrait sepen
her sur la re
her
he d'un probl�eme qui pourrait avoir une meilleure solution en utilisant 
e 
adre, o�u laformulation rapport de 
oût prendrait tout son sens. On aurait ainsi la 
ertitude d'une avan
�ee, en proposant
ette appro
he.5.4 Dernier motPour 
lore 
e rapport, je dirai que l'appro
he rapport de 
oût pr�esente des propri�et�es qui pourraient ser�ev�eler interessantes, mais que l'analyse s'en trouve 
ompliqu�ee. Une �etude plus approfondie serait requisepour extraire pr�e
isement les 
ara
t�eristique de 
ette appro
he.
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